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1 Uvod
Jako regularan graf s parametrima (v, k, λ, µ) je jednostavan graf s v vrhova
koji su svi stupnja k. Nadalje, svaka dva susjedna vrha imaju λ zajednicˇkih
susjeda, a svaka dva nesusjedna vrha imaju µ zajednicˇkih susjeda. U ovom
diplomskom radu obradit c´e se osnovni rezultati o jako regularnim grafovima.
Diplomski rad je podijeljen na nekoliko poglavlja.
U prvom poglavlju bavimo se definicijom i primjerima jako regularnih
grafova. Krenut c´emo s definicijom pojmova graf i regularan graf i oko toga
graditi teorijski dio nasˇeg prvog poglavlja. Nakon toga c´emo definirati jako
regularan graf i njegov komplement, pokazati neke osnovne rezultate o para-
metrima jako regularnog grafa, a zatim obraditi najpoznatije primjere jako
regularnih grafova i kombinatorno dokazati koji su parametri svakog od njih.
U iduc´em poglavlju bavit c´emo se spektrom jako regularnog grafa. Defini-
rat c´emo matricu susjedstva A, a zatim lemom pokazati koja je interpretacija
brojeva u potenciji matrice At. Nakon toga vidjet c´emo koje su svojstvene
vrijednosti matrice A i koliko ih ima. Poglavlje zavrsˇava uvjetima za egzis-
tenciju jako regularnih grafova kao sˇto je npr. uvjet cjelobrojnosti.
To znanje c´emo josˇ malo prosˇiriti u iduc´em poglavlju u kojem c´emo obra-
diti josˇ neke uvjete za egzistenciju jako regularnih grafova kao sˇto su apso-
lutna meda i Kreinovi uvjeti i neke primjere iz kojih c´emo uvidjeti koliko je
zapravo ova tema opsˇirna.
U zadnjem poglavlju c´emo povezati sve rezultate koje smo dobili prilikom
pisanja ovog diplomskog rada. Generirat c´emo sve uredene cˇetvorke para-
metara (v, k, λ, µ) koji imaju maksimalno 50 vrhova, pa c´emo za svaku od
njih provjeriti uvjete za postojanje jako regularnog grafa koje smo obradili
u prethodnim poglavljima i tako vidjeti koje su od njih dopustivi parametri
nekog jako regularnog grafa. U dodatku bit c´e napisan Maxima [20] kod i
algoritam koji smo provodili da bi dobili sve cˇetvorke koje su kandidat za pa-
rametre nekog jako regularnog grafa. Daljnjim provodenjem josˇ nekih nuzˇnih
uvjeta vidjet c´emo da c´e se broj cˇetvorki koje su parametri jako regularnog
grafa smanjiti. Sve to c´e biti prikazano u tablici uz detaljna objasˇnjenja.
Grafovi su nacrtani u programskog paketu Maxima [20]. Ovom prilikom
zahvaljujem svojoj obitelji sˇto mi je bila veliki oslonac na ovom putu. Takoder
jedno veliko hvala i mom mentoru za sve.
1
2 Definicija i primjeri jako regularnih grafova
U ovom radu ogranicˇit c´emo se na jednostavne grafove. Kasnije c´emo defi-
nirati pojam jako regularnog grafa, koji je ujedno i tema ovog diplomskog
rada. Uvedimo najprije osnovne pojmove.
Definicija 2.1. Graf je uredeni par Γ = (V,E), gdje je V neprazni konacˇni
skup cˇije elemente nazivamo vrhovima, a E je konacˇni skup dvocˇlanih pod-
skupova skupa V i njegove elemente nazivamo bridovima.
Za brid e = {x, y} kazˇemo da spaja vrhove x i y. U toj situaciji kazˇemo da
su vrhovi x i y susjedni. Ako ne postoji brid koji spaja vrhove x i y kazˇemo
da su oni nesusjedni. Takoder, kazˇemo da je vrh x incidentan s bridom e.
Naravno, vrh y je takoder incidentan s bridom e. Stupanj vrha x grafa Γ jest
broj bridova koji su incidentni s vrhom x, a oznacˇavamo ga deg(x) ili dΓ(x).
Izolirani vrh je vrh stupnja 0, a vrh stupnja 1 zovemo krajnji vrh ili list. Za
graf sa samo jednim vrhom kazˇemo da je trivijalan.
Definicija 2.2. Za graf Γ kazˇemo da je regularan, ako su svi njegovi vrhovi
istog stupnja. Kazˇemo da je graf Γ k-regularan ako je deg(x) = k, ∀x ∈ V .
Cijeli broj k tada c´emo zvati stupanj regularnosti grafa Γ.
Potpun graf je graf u kojem je svaki par vrhova spojen bridom. Oznaka
za potpun graf je Kv, pri cˇemu je v = |V | (vidi sliku 1). Nulgraf je graf u
kojem je svaki vrh izoliran, tj. stupanj svakog vrha jednak je nuli.
Slika 1: Potpun graf K6.
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Definicija 2.3. Jako regularan graf s parametrima (v, k, λ, µ) je k-regularan
graf Γ s v vrhova koji nije potpun graf ili nulgraf. Nadalje, za svaka dva vrha
x i y grafa Γ vrijedi da je broj njihovih zajednicˇkih susjeda jednak:
1. λ, ako su x i y susjedni vrhovi,
2. µ, ako su x i y nesusjedni vrhovi.
Parametri jako regularnog grafa nisu nezavisni.
Propozicija 2.4. Ako postoji jako regularan graf s parametrima (v, k, λ, µ),
tada vrijedi:
k (k − λ− 1) = (v − k − 1)µ.
Dokaz. Neka je x ∈ V . Prebrojavamo na dva nacˇina parove susjednih vrhova
(y, z) takve da je y susjedan s x, a z nije susjedan s x, tj. elemente skupa
{(y, z) | y, z ∈ V, y i z su susjedni, x i y su susjedni, x i z nisu susjedni}.
Lijevu stranu dobivamo na iduc´i nacˇin: vrh x ima k susjeda, pa y mozˇemo
izabrati na k nacˇina. Nadalje, za svaki od tih k izbora za y, postoji k−λ−1
izbora za z jer vrh y ima k susjednih vrhova, od kojih moramo iskljucˇiti
vrh x i josˇ λ vrhova koji su zajednicˇki susjedi od x i y. Time smo dobili
lijevu stranu jednakosti. S druge strane, desnu stranu jednakosti dobivamo
na iduc´i nacˇin: z mozˇemo izabrati na v − k − 1 nacˇina (od ukupnog broja
vrhova oduzmemo k vrhova koji su susjedni s x i sam x). Sada za svaki od
v − k − 1 izbora za z, y mozˇemo izabrati na µ nacˇina, jer je y zajednicˇki
susjed od x i z koji su nesusjedni. Buduc´i da smo isti skup prebrojili na dva
nacˇina, slijedi jednakost k (k − λ− 1) = (v − k − 1)µ.
Komplement grafa Γ je graf Γ s istim skupom vrhova V kao i graf Γ, pri
cˇemu su dva vrha susjedna u Γ ako nisu susjedna u Γ.
Propozicija 2.5. Komplement jako regularnog grafa je jako regularan.
Dokaz. Neka je Γ jako regularan graf s parametrima (v, k, λ, µ) i neka je
Γ njegov komplement. Kako je svaki vrh u grafu Γ stupnja k, iz definicije
komplementa grafa zakljucˇujemo da je svaki vrh u grafu Γ stupnja v−k−1, tj.
graf Γ je regularan stupnja k = v−k−1. Nadalje, neka su x i y susjedni vrhovi
grafa Γ. Iz definicije komplementa grafa zakljucˇujemo da vrhovi x i y nisu
susjedni u grafu Γ. Sada zˇelimo prebrojiti zajednicˇke susjede u komplementu,
tj. vrhove u grafu Γ koji nisu susjedi niti od x niti od y. Znamo da u grafu Γ
x ima k susjeda, y ima k susjeda, a zajednicˇkih susjeda imaju µ. Primjenom
formule ukljucˇivanja-iskljucˇivanja (FUI) na njihove susjede, zakljucˇujemo da
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unija zajednicˇkih susjeda vrhova x i y ima ukupno 2k − µ elemenata. Kako
mi trazˇimo vrhove u grafu Γ koji nisu susjedi niti od x niti od y, trebamo
ovu uniju komplementirati. Dobivamo da je:
λ = (v − 2)− 2k + µ = v − 2k + µ− 2.
Neka su sada x i y nesusjedni vrhovi grafa Γ. Iz definicije komplementa grafa
zakljucˇujemo da su vrhovi x i y susjedni u grafu Γ. Sada opet zˇelimo prebro-
jiti zajednicˇke susjede u komplementu, tj. vrhove u grafu Γ koji nisu susjedi
niti od x niti od y. Znamo da u grafu Γ x ima k susjeda, y ima k susjeda, a
zajednicˇkih susjeda imaju λ. Primjenom formule ukljucˇivanja-iskljucˇivanja
zakljucˇujemo da unija ima 2k−λ elemenata. Komplementiranjem dobivamo
da je:
µ = v − 2k + λ.
Korolar 2.6. Ako postoji jako regularan graf s parametrima (v, k, λ, µ), tada
vrijedi:
v ≥ 2k − µ+ 2,
v ≥ 2k − λ.
Primjer 2.7. Neka je M skup sa m elemenata, pri cˇemu je m ≥ 4. Neka
je skup vrhova V jednak P2(M), odnosno skupu dvocˇlanih podskupova skupa
kardinalnosti m. Trokutasti graf T (m) (m ≥ 4), uz definiciju da su dva vrha
susjedna ako nisu disjunktna, je jako regularan, s parametrima
v =
1
2
m (m− 1), k = 2 (m− 2), λ = m− 2, µ = 4.
Parametar v lako dobijemo jer je to upravo broj dvocˇlanih podskupova m-
cˇlanog skupa. Nadalje, neka je {x, y} jedan vrh nasˇeg grafa. Postoje m − 2
dvocˇlana podskupa koja sadrzˇe element x uz uvjet da drugi element u tom
podskupu nije y. Analogno ponavljamo postupak za element y i zakljucˇujemo
da je k = 2 (m−2). Nadalje, neka su {x, y} i {y, z} dva susjedna vrha grafa.
Njihovi zajednicˇki susjedi su svi oni vrhovi koji sadrzˇe element y, a ne sadrzˇe
elemente x i z uz specijalan slucˇaj {x, z}. Slijedi da je λ = (m−1)−1−1+1
iz cˇega zakljucˇujemo da je λ = m − 2. Neka su sada {x, y} i {z, w} dva
nesusjedna vrha grafa. Svi njihovi zajednicˇki susjedi su vrhovi {x, z}, {x,w},
{y, z} i {y, w}. Slijedi da je µ = 4.
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Slika 2: T (5) graf.
Primjer 2.8. Petersenov graf je jednostavan 3-regularan graf s 10 vrhova i
15 bridova. Nazvan je po Juliusu Petersenu koji ga je otkrio 1898. godine.
Petersenov graf je jako regularan s parametrima (10, 3, 0, 1) i komplement je
grafa T (5) (vidi sliku 3).
Slika 3: Petersenov graf.
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Primjer 2.9. Graf kvadratne resˇetke L2(m) sastoji se od vrhova skupa S ×
S, gdje je S skup kardinaliteta m; dva razlicˇita vrha su susjedna ako se
podudaraju u jednoj koordinati (vidi sliku 4). Graf L2(m) je jako regularan s
parametrima
v = m2, k = 2 (m− 1), λ = m− 2, µ = 2.
Parametar v lako dobijemo jer koordinatu x iz uredenog para (x, y) skupa S×
S mozˇemo izabrati na m nacˇina. Analogno radimo za koordinatu y i ukupno
dobivamo m2 vrhova. Nadalje, neka je (x, y) jedan vrh nasˇeg grafa. Postoji
m − 1 uredenih parova koji za prvu koordinatu sadrzˇe element x uz uvjet
da druga koordinata nije y. Analogno ponavljamo postupak za koordinatu
y i zakljucˇujemo da je k = 2 (m − 1). Nadalje, neka su {x, y} i {x, z}
dva susjedna vrha grafa. Njihovi zajednicˇki susjedi su svi oni vrhovi koji
sadrzˇe koordinatu x kao prvu koordinatu, a ne sadrzˇe koordinate y i z kao
drugu koordinatu. Slijedi da je λ = m − 2. Neka su sada {x, y} i {z, w}
dva nesusjedna vrha grafa. Svi njihovi zajednicˇki susjedi su vrhovi {x,w} i
{z, y}. Slijedi da je µ = 2.
Slika 4: L2(6) graf.
Primjer 2.10. Disjunktna unija r potpunih grafova od kojih svaki ima m
vrhova (r,m > 1) je jako regularan graf s parametrima
v = rm, k = m− 1, λ = m− 2, µ = 0.
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Zbog disjunktnosti slijedi da je ukupan broj vrhova v = rm. Nadalje, neka
je x jedan vrh nasˇeg grafa. Vrh x pripada tocˇno jednom od potpunih grafova
Km. Slijedi da je vrh x stupnja k = m − 1 jer ima tocˇno m − 1 susjeda.
Nadalje, neka su x i y dva susjedna vrha grafa. Iz toga slijedi da su x i
y vrhovi istog potpunog grafa (inacˇe ne bi bili susjedni). Njihovi zajednicˇki
susjedi su svi oni vrhovi koji su preostali u tom potpunom grafu, a takvih
je tocˇno λ = m − 2. Neka su sada x i y dva nesusjedna vrha grafa. Oni
pripadaju disjunktnim potpunim grafovima pa nemaju zajednicˇkih susjeda i
vrijedi µ = 0.
Ovaj graf oznacˇavamo r ·Km. Graf r ·K2 zovemo “ljestve”. Komplement od
r·Km zovemo potpuni multipartitni graf i oznacˇavamo Km,...,m, a komplement
“grafa ljestve” zovemo “coctail party graf” i oznacˇavamo CP(r). Zamiˇsljamo
ga kao r parova pri cˇemu svaki sudionik pricˇa medusobno sa svima osim sa
svojim partnerom (vidi sliku 5).
Slika 5: Graf CP (3).
Propozicija 2.11. Neka je Γ jako regularan graf s parametrima (v, k, λ, µ).
Tada je µ = 0 ako i samo ako je Γ disjunktna unija potpunih grafova reda
k + 1.
Dokaz. Zbog µ = 0 pokazˇe se da je “biti susjedan” relacija ekvivalencije na
skupu vrhova. Ako je vrh x susjedan vrhu y, direktno iz toga imamo da je
vrh y susjedan vrhu x, tj. relacija “biti susjedan” je simetricˇna na skupu
vrhova. Neka su x, y i z vrhovi takvi da je vrh x susjedan s vrhom y, a vrh y
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susjedan s vrhom z. Kad vrhovi x i z ne bi bili susjedni, iz toga bi slijedilo da
je µ 6= 0, jer im je vrh y zajednicˇki susjed. Tako dolazimo do kontradikcije
pa zakljucˇujemo da je relacija “biti susjedan” tranzitivna na skupu vrhova.
Slijedi da je relacija “biti susjedan” relacija ekvivalencije na skupu vrhova.
Klase ekvivalencije su potpuni podgrafovi na koje se graf raspada, a oni su
zbog regularnosti velicˇine k + 1.
Primjer 2.12. Neka je q potencija prostog broja i q ≡ 1 (mod 4). Skup
vrhova Paleyevog grafa P (q) su elementi konacˇnog polja GF (q) u kojem su
dva vrha susjedna ako je njihova razlika nenul kvadrat. Naime, kako je −1
kvadrat u GF (q), “biti susjedan” je simetricˇna relacija. Paleyev graf je jako
regularan s parametrima
v = q, k =
1
2
(q − 1), λ = 1
4
(q − 5), µ = 1
4
(q − 1)
i izomorfan je svom komplementu.
Slika 6: Graf P (17).
Primjer 2.13. Clebschov graf ima za vrhove sve podskupove od {1, 2, 3, 4, 5}
koji su parne kardinalnosti. Dva vrha su susjedna ako im simetricˇna razlika
ima kardinalnost 4. To je jako regularan graf s parametrima (16, 5, 0, 2). Vidi
sliku 7. Komplement Clebschova grafa je jako regularan graf s parametrima
(16, 10, 6, 6).
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Slika 7: Clebschov graf.
Primjer 2.14. Schla¨flijev graf je jako regularan graf koji ima 27 vrhova i
216 bridova i parametre (v, k, λ, µ) = (27, 16, 10, 8). Susjedstvo svakog vrha
Schla¨flijevog grafa cˇini podgraf sa 16 vrhova u kojem svaki vrh ima 10 susjeda.
Ti podgrafovi su izomorfni komplementu Clebschova grafa.
Slika 8: Schla¨flijev graf.
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Definicija 2.15. Konacˇna incidencijska struktura je uredena trojka (T,B, I).
Pritom je T konacˇni skup cˇije elemente zovemo tocˇkama, B je konacˇni skup
cˇije elemente zovemo blokovima ili pravcima, a I ⊆ T × B je relacija koju
zovemo incidencijom.
Definicija 2.16. Neka su v > k ≥ t ≥ 0 i λ > 0 cijeli brojevi. Dizajn s
parametrima t− (v, k, λ) je konacˇna incidencijska struktura sa svojstvima:
1. ukupan broj tocˇaka je v,
2. na svakom bloku lezˇi tocˇno k tocˇaka,
3. svaki t-cˇlani skup tocˇaka sadrzˇan je u tocˇno λ blokova.
Dizajni s parametrom λ = 1 nazivaju se Steinerovi dizajni. Oznaka im je
S(t, k, v).
Primjer 2.17. Blokovni graf Steinerova 2-dizajna S(2,m, n) je graf s blo-
kovima kao vrhovima, pri cˇemu su dva bloka susjedna ako imaju neprazan
presjek. Takav graf je jako regularan s parametrima:
v =
n2 − n
m2 −m, k =
mn−m2
m− 1 , λ = (m− 1)
2 +
n− 1
m− 1 − 2, µ = m
2.
3 Spektar jako regularnog grafa
Neka je Γ graf sa skupom vrhova {x1, . . . , xv}. Matrica susjedstva A(Γ) =
(aij) je kvadratna matrica reda v definirana pravilom:
aij =
{
1 , ako su xi i xj susjedni
0 , inacˇe.
Primijetimo da je matrica A simetricˇna matrica s nulama na glavnoj dija-
gonali. Ona posjeduje jedno vazˇno svojstvo. Naime, njenim potenciranjem
dobivamo informaciju o broju sˇetnji proizvoljne duljine u nasˇem grafu. O
tome nam govori sljedec´a lema.
Definicija 3.1. Sˇetnja u grafu Γ je niz W = v0, e1, v1, e2, . . . ek, vk, cˇiji su
cˇlanovi naizmjence vrhovi vi i bridovi ei, takvi da su krajevi brida ei upravo
vrhovi vi−1 i vi, gdje je 1 ≤ i ≤ k. Kazˇemo da je graf Γ povezan ako izmedu
svaka dva vrha grafa postoji sˇetnja.
Lema 3.2. Ako je A matrica susjedstva grafa Γ, tada za proizvoljan nene-
gativan cijeli broj t ≥ 0 i svaka dva vrha xi i xj grafa Γ, element (At)(xi,xj)
jednak je broju sˇetnji duljine t od xi do xj u grafu Γ.
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Dokaz. Teorem c´emo dokazati indukcijom po t. Neka wt(xi, xj) oznacˇava
broj sˇetnji duljine t od xi do xj u grafu Γ. Tvrdnja je ocˇigledna za male
vrijednosti broja t. Sˇetnja duljine 0 sastoji se samo od jednog vrha (ne
sadrzˇi bridove), pa je stoga
w0(xi, xj) =
{
1 , ako je xi = xj
0 , ako je xi 6= xj.
Kako je A0 = I, pri cˇemu je I jedinicˇna matrica, vidimo da zaista vrijedi
(A0)(xi,xj) = w0(xi, xj).
Sˇetnja duljine 1 sastoji se od pocˇetnog vrha, krajnjeg vrha i brida kojim su
ti vrhovi povezani, pa je stoga
w1(xi, xj) =
{
1 , ako je {xi, xj} ∈ E
0 , ako je {xi, xj} /∈ E.
Vidimo da vrijednost w1(xi, xj) predstavlja odgovarajuc´i element matrice su-
sjedstva A, pa stoga tvrdnja teorema vrijedi i u ovom slucˇaju. Pretpostavimo
sada da je tvrdnja teorema dokazana za neki t0 ≥ 0 i dokazˇimo ga za t0 + 1.
Po definiciji, znamo da vrijedi:
(At0+1)(xi,xj) =
∑
xk∈V
(At0)(xi,xk) · A(xk,xj),
a kako je A(xk,xj) = 1 samo za xk ∈ NΓ(xj), slijedi
(At0+1)(xi,xj) =
∑
xk∈NΓ(xj)
(At0)(xi,xk).
Po pretpostavci indukcije, vrijedi da je
(At0)(xi,xk) = wt0(xi, xk),
tako da je
(At0+1)(xi,xj) =
∑
xk∈NΓ(xj)
wt0(xi, xk).
S druge strane, svaka sˇetnja duzˇine t0 + 1 od xi do xj odreduje jednoznacˇno
sˇetnju duzˇine t0 od xi do nekog suseda xk vrha xj (prac´enu bridom od xk
do xj). Vrijedi i obrat: svakoj sˇetnji duzˇine t0 od xi do nekog suseda xk
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vrha xj odgovara tocˇno jedna sˇetnja duzˇine t0 + 1 od xi do xj. Zbog toga
zakljucˇujemo:
wt0+1(xi, xj) =
∑
xk∈NΓ(xj)
wt0(xi, xk).
Sada iz svega lako zakljucˇujemo da zaista vrijedi
(At0+1)(xi,xj) = wt0+1(xi, xj).
Neka je Γ jako regularan graf s parametrima (v, k, λ, µ) i A = A(Γ).
Ako pomnozˇimo matricu susjedstva A sa samom sobom dobivamo matricu
A2 = A · A. Primjenom prethodnog teorema, zakljucˇujemo da c´e tada na
mjestu (A2)(xi,xj) pisati sljedec´e:
(A2)(xi,xj) =
v∑
k=1
A(xi,xk) · A(xk,xj).
Dakle, u novoj matrici na mjestu (xi, xj) pisat c´e broj uspjesˇnih prolazaka
od vrha xi do vrha xj preko nekog trec´eg vrha xk. Prolaz c´e biti uspjesˇan ako
postoji brid izmedu xi i xk , te izmedu xk i xj. Primijetimo da nova matrica
nec´e sadrzˇavati samo nule i jedinice vec´ mozˇe sadrzˇavati i druge prirodne
brojeve. Ovisno o tome jesu li xi i xj susjedni ili nesusjedni, taj broj bit c´e
jednak λ ili µ. Stoga je
A2 = kI + λA+ µ (J − I − A). (1)
J oznacˇava kvadratnu matricu reda v kojoj su sve vrijednosti elemenata
jednake 1. Imamo sljedec´e leme:
Lema 3.3. Neka je J kvadratna matrica reda v kojoj su sve vrijednosti ele-
menata jednake 1. Ona ima svojstvene vrijednosti 0 i v koje imaju kratnosti
v − 1 i 1 redom.
Dokaz. Racˇunamo karakteristicˇni polinom matrice J . Znamo da je karakte-
risticˇni polinom kJ(x) = det(J −xI). U matrici J −xI svi elementi koji nisu
na glavnoj dijagonali imaju vrijednost 1, a elementi na glavnoj dijagonali
imaju vrijednost 1− x. Slijedi:
kJ(x) =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1− x 1 1 · · · 1
1 1− x 1 · · · 1
1 1 1− x · · · 1
...
...
...
. . .
...
1 1 1 · · · 1− x
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Od prvog retka determinante oduzmemo drugi, od drugog retka oduzmemo
trec´i i tako dalje. Zatim izlucˇimo −x iz svih redaka determinante osim zad-
njeg. Dobivamo sljedec´e:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−x x 0 · · · 0 0
0 −x x · · · 0 0
0 0 −x · · · 0 0
...
...
...
. . .
...
...
0 0 0 · · · −x x
1 1 1 · · · 1 1− x
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−x)v−1
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −1 0 · · · 0 0
0 1 −1 · · · 0 0
0 0 1 · · · 0 0
...
...
...
. . .
...
...
0 0 0 · · · 1 −1
1 1 1 · · · 1 1− x
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
Zatim zbroj drugog do zadnjeg stupca dodamo prvom stupcu:
(−x)v−1
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −1 0 · · · 0 0
0 1 −1 · · · 0 0
0 0 1 · · · 0 0
...
...
...
. . .
...
...
0 0 0 · · · 1 −1
1− x+ (v − 1) · 1 1 1 · · · 1 1− x
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
Sada razvijemo determinantu po prvom stupcu:
(−x)v−1(−1)v−1(1− x+ (v − 1) · 1)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 · · · 0
1 −1 · · · 0
...
...
. . .
...
0 0 · · · −1
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Zadnja determinanta jednaka je (−1)v−1, pa dobivamo rezultat (−x)v−1(1−
x+(v−1)·1). Konacˇno, nasˇa determinanta jednaka je (−x)v−1(v−x). Znamo
da su svojstvene vrijednosti matrice J nultocˇke ovog polinoma pa dobivamo
da su svojstvene vrijednosti 0 i v. Takoder, eksponent koji stoji uz bazu
−x je kratnost svojstvene vrijednosti 0. Vidimo da je svojstvena vrijednost
0 kratnosti v − 1. Analogno za svojstvenu vrijednost v zakljucˇujemo da je
kratnosti 1. Time je nasˇa tvrdnja dokazana.
Lema 3.4. Graf Γ je k-regularan ako i samo ako je AJ = JA = kJ .
Dokaz. Neka je graf Γ k-regularan. Iz toga i definicije matrice susjedstva
zakljucˇujemo da c´e u svakom retku matrice susjedstva A biti tocˇno k jedinica.
Kada tu matricu pomnozˇimo s matricom J zakljucˇujemo da je produkt AJ
matrica kojoj c´e svaki element biti upravo broj k. Npr. element u prvom
retku i prvom stupcu matrice AJ dobivamo tako da pomnozˇimo prvi redak
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matrice A s prvim stupcem matrice J , k puta nam se pojavljuje umnozˇak
1 · 1 pa je taj element k. Jednako dobivamo za ostale elemente matrice AJ .
Postupak je analogan kada pomnozˇimo matricu J matricom A. Zakljucˇujemo
da vrijedi AJ = JA = kJ . Obratno, ako vrijedi AJ = JA = kJ onda iz toga
i definicije matrice J zakljucˇujemo da matrica A mora biti matrica koja u
svakom retku i svakom stupcu ima k jedinica iz cˇega zakljucˇujemo da je to
matrica susjedstva grafa Γ koji je k-regularan.
Lema 3.5. Neka je Γ graf sa matricom susjedstva A. Sljedec´e tvrdnje su
ekvivalentne:
1. Γ je regularan graf,
2. AJ = JA,
3. vektor j = (1, 1, . . . , 1) je svojstveni vektor od A.
Dokaz. Ekvivalentnost tvrdnji 1. i 2. dokazali smo u prethodnoj lemi. Vri-
jednosti elemenata u produktu A · jT su stupnjevi vrhova grafa Γ. Graf je
regularan ako i samo ako je A · jT viˇsekratnik od jT , a to znacˇi da je j
svojstveni vektor matrice A.
Lema 3.6. Neka je Γ k-regularan graf. Ako je graf Γ povezan, tada je krat-
nost svojstvene vrijednosti k jednaka 1.
Dokaz. Neka x = [x1, x2, . . . , xv]
t oznacˇava neki nenul vektor za koji vrijedi
jednakost Ax = kx i pretpostavimo da je xj element vektora x koji ima
najvec´u apsolutnu vrijednost. Kako je (Ax)j = kxj dobivamo da vrijedi∑′
xi = kxj gdje
∑′
oznacˇava sumaciju onih k vrhova vi koji su susjedni
vrhu vj. Slijedi da je xi = xj za sve ove vrhove. Ako je Γ povezan, mozˇemo
postupati sukcesivno ovom nacˇinu i pokazati da su svi elementi vektora x
jednaki. Slijedi da je vektor x zapravo vektor j pomnozˇen brojem k i da
prostor svojstvenih vektora pridruzˇen svojstvenoj vrijednosti k ima dimenziju
1. Time je dokazana nasˇa tvrdnja.
Iz svega ovoga slijedi sljedec´i teorem:
Teorem 3.7. Graf Γ je jako regularan s parametrima (v, k, λ, µ) ako i samo
ako vrijedi:
1. AJ = JA = kJ,
2. A2 = kI + λA+ µ (J − I − A).
Vidimo iz prehodne leme da matrice A i J komutiraju. Takoder, one su
realne i simetricˇne pa slijedi da ih mozˇemo ortogonalizirati. Svojstveni vektor
od A i J je vektor j pridruzˇen svojstvenim vrijednostima k i v redom. Dakle,
mi znamo da matrica A ima svojstvenu vrijednost k kratnosti 1 po lemi 3.6.
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Sada c´emo pokazati da A ima josˇ samo dvije druge svojstvene vrijednosti.
Da bi to dokazali, prvo se prisjetimo da je (A2)(xi,xj) broj zajednicˇkih susjeda
vrhova xi i xj. Za xi = xj, to je zapravo stupanj vrha xi. Iskoristit c´emo
ovu cˇinjenicu da napiˇsemo matricu A2 kao linearnu kombinaciju matrica A,
I i J . Primijetimo da je matrica susjedstva komplementa grafa Γ jednaka
J − I − A. Iz toga slijedi koristec´i jednakost (1)
A2 = kI + λA+ µ (J − I − A) = (λ− µ)A+ µJ + (k − µ) I. (2)
Lema 3.8. Neka je M simetricˇna matrica cˇiji su elementi realni brojevi.
Tada su svojstveni vektori pridruzˇeni razlicˇitim svojstvenim vrijednostima
matrice M ortogonalni.
Dokaz. Pretpostavimo da su α i β dvije razlicˇite svojstvene vrijednosti ma-
trice M . Neka su x i y svojstveni vektori pridruzˇeni tim svojstvenim vrijed-
nostima. Slijede jednakosti
αyTx = yTMx = (xTMy)T = (xTβy)T = βyTx.
Kako je α 6= β slijedi da je yTx = 0 cˇime smo dokazali trazˇenu tvrdnju.
Koristec´i prethodnu lemu zakljucˇujemo da je svaki drugi svojstveni vektor
matrice A ortogonalan na vektor j. Takoder, svaki vektor ortogonalan na j
je svojstveni vektor od J sa svojstvenom vrijednosˇc´u 0. Neka je vektor x
jedan takav vektor. Iz prethodnog i cˇinjenice da je J matrica kojoj su stupci
v vektora jT slijedi da je Jx = 0. Iz ovog rezultata i koristec´i jednakost (2)
dobivamo:
A2x = (λ− µ)Ax+ (k − µ)x.
Sada koristec´i ovu jednakost zakljucˇujemo da svaka druga svojstvena vrijed-
nost ρ od A zadovoljava
ρ2 = (λ− µ) ρ+ (k − µ).
Oznacˇimo korijene ove kvadratne jednadzˇbe po ρ sa r i s, uz konvenciju da
je r > s. Tada je:
r, s =
1
2
(
λ− µ±
√
(λ− µ)2 + 4 (k − µ)
)
.
Ako r i s imaju kratnosti f i g redom, onda imamo:
v = f + g + 1,
0 = Tr(A) = k + fr + gs.
Ove jednakosti odreduju f i g, jer jednakost k = λ = µ nije moguc´a. Stoga
vrijedi sljedec´i teorem:
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Teorem 3.9. Ako postoji jako regularan graf s parametrima (v, k, λ, µ), onda
su
f, g =
1
2
(
v − 1± (v − 1) (µ− λ)− 2k√
(µ− λ)2 + 4 (k − µ)
)
nenegativni cijeli brojevi.
Tvrdnja ovog teorema daje nam uvjet za nepostojanje jako regularnog
grafa. Taj uvjet naziva se uvjet cjelobrojnosti.
Primjer 3.10. Promotrimo jako regularne grafove s parametrima v = 6u−3,
k = 2u, λ = 1, µ = u. Imamo
f, g =
1
2
(
6u− 4∓ (6u− 4) (u− 1)− 4u√
(u− 1)2 + 4u
)
= 3u− 2∓ (3u− 1) (u− 2)
u+ 1
.
Iz uvjeta cjelobrojnosti zakljucˇujemo da u + 1 dijeli (3u − 1) (u − 2). Kako
je (3u − 1) (u − 2) = (u + 1) (3u − 10) + 12, slijedi da (u + 1) dijeli 12, pa
dobivamo da je u = 2, 3, 5 ili 11. Slucˇaj u = 1 ne uzimamo u obzir jer graf
s parametrima (3, 2, 1, 1) odgovara trokutu koji po nasˇoj definiciji nije jako
regularan graf. Za u = 2 dobivamo v = 9, k = 4, λ = 1, µ = 2, a to su
parametri Paleyevog grafa P (9) koji je jako regularan pa zakljucˇujem da za
u = 2 postoji jako regularan graf. Za u = 3 dobivamo v = 15, k = 6, λ = 1,
µ = 3, a to su parametri komplementa grafa T (6) koji je jako regularan pa
zakljucˇujem da za u = 3 postoji jako regularan graf. Za u = 5 dobivamo
v = 27, k = 10, λ = 1, µ = 5, a to su parametri komplementa Schla¨flijevog
grafa koji je jako regularan pa zakljucˇujem da za u = 5 postoji jako regularan
graf. Za u = 11 dobiju se parametri v = 63, k = 22, λ = 1, µ = 11. Jako
regularan graf s tim parametrima ne postoji, sˇto c´emo vidjeti u primjeru 4.4.
Lema 3.11. Neka je Γ jako regularan graf s parametrima (v, k, λ, µ) i neka
njegova matrica susjedstva ima svojstvene vrijednosti k, r i s. Tada njegov
komplement Γ ima svojstvene vrijednosti v−k−1, −r−1 i −s−1. Dodatno,
svojstveni potprostori su im jednaki.
Dokaz. Neka je A matrica susjedstva grafa Γ. Tada je matrica susjedstva
grafa Γ matrica A = J − I−A. Znamo da je k svojstvena vrijednost matrice
A i da je njen potprostor prostor konstantnih vektora. Neka je x jedan takav
vektor. Tada imamo:
Ax = (J − I − A)x = vx− x− kx = (v − k − 1)x.
Stoga je v − k − 1 svojstvena vrijednost od A i njen svojstveni potprostor
jednak je svojstvenom potprostoru od k. Neka je y svojstveni vektor matrice
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A pridruzˇen svojstvenoj vrijednosti r. Znamo da je y ortogonalan na j.
Slijedi:
Ay = (J − I − A) y = 0− y − ry = (−1− r) y.
Stoga je −r−1 svojstvena vrijednost od A i njen svojstveni potprostor jednak
je svojstvenom potprostoru od r. Mozˇemo analogno pokazati da je −1 − s
svojstvena vrijednost od A. Time je nasˇa tvrdnja dokazana.
Kako bismo dodatno ispitali uvjet cjelobrojnosti, razlikovat c´emo dva tipa
skupa parametara za koje su f i g cijeli brojevi.
Tip I. Neka je (v − 1) (µ− λ) = 2k. Tada je
v = 1 +
2k
µ− λ > 1 + k.
Iz toga slijedi 0 < µ− λ < 2. Stoga je nuzˇan uvjet µ− λ = 1, iz cˇega slijedi
da je λ = µ − 1, k = 2µ, v = 4µ + 1. Van Lindt i Seidel [13] su pokazali
daljnji nuzˇan uvjet za postojanje skupa parametara tipa I:
Teorem 3.12. Ako postoji jako regularan graf s v vrhova i vrijedi da je skup
parametara tipa I, onda je v suma kvadrata dva cijela broja.
Tako, naprimjer, ne postoji jako regularan graf s 21 vrhom kojem je skup
parametara tipa I. S druge strane, skup parametara Paleyevog graf je tipa
I i takvi grafovi postoje kada je v potencija prostog broja i v ≡ 1 (mod 4).
Teorem 3.13 (Fermat). Prirodni broj v mozˇe se izraziti kao zbroj kvadrata
dvaju cijelih brojeva ako i samo ako u rastavu broja v na prim faktore prim-
brojevi oblika p ≡ 3 (mod 4) dolaze iskljucˇivo s parnim eksponentima.
Tip II. Ako je (µ − λ)2 + 4 (k − µ) kvadrat cijelog broja u, u dijeli
(v − 1) (µ − λ) − 2k, i kvocijent je kongruentan v − 1 modulo 2. To vrijedi
u opc´enitom slucˇaju. Primijetimo da je skup parametara tipa I ujedno i
skup parametara tipa II ako i samo ako je v kvadrat. Graf P (9) ∼= L2(3) je
primjer takvog grafa.
Sada c´emo pokazati da svaki regularan povezan graf cˇija matrica susjed-
stva ima najviˇse tri svojstvene vrijednosti mora biti jako regularan graf. Neka
je Γ k-regularan graf i neka njegova matrica susjedstva ima svojstvene vri-
jednosti k, r i s. Kako je Γ povezan, svojstvena vrijednost k ima kratnost 1
po lemi 3.6. Tada za svaki vektor ortogonalan na vektor j, imamo
(A− rI)(A− sI)v = 0.
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Slijedi da za neki β vrijedi
(A− rI)(A− sI) = βJ.
Iz toga slijedi
A2 − (r + s)A+ rsI = βJ,
odnosno
A2 = (r + s)A− rsI + βJ,
iz cˇega konacˇno dobivamo
A2 = (r + s+ β)A+ β (J − A− I) + (rs+ β) I.
Iz toga zakljucˇujemo da broj zajednicˇkih susjeda dva vrha ovisi samo o tome
jesu li oni susjedi ili ne, iz cˇega slijedi da je A matrica susjedstva jako regu-
larnog grafa.
Vidjeli smo da parametri jako regularnog grafa odreduju svojstvene vri-
jednosti od A i njihove kratnosti. Takoder vrijedi i obrat, tj. iz svojstvenih
vrijednosti mozˇemo odrediti sve parametre. Naime, ako su r i s korijeni
kvadratne jednadzˇbe ρ2 = (k − µ) + (λ− µ) ρ imamo:
r + s = (λ− µ),
rs = − (k − µ).
Slijedi da je λ = k + r+ s+ rs i µ = k + rs. Iz toga slijedi da svojstvene
vrijednosti odreduju kratnosti. Ponekad je zgodnije koristiti ove izraze za
parametre u terminima k, r i s. Opc´enito, poznavanje samo kratnosti ne
odreduje parametre. Nekada mozˇe dati djelomicˇnu informaciju.
Definicija 3.14. Za matricu A kazˇemo da je nenegativna (pozitivna), u oz-
naci A ≥ 0 (A > 0), ako su svi elementi matrice A nenegativni (pozitivni).
Nenegativna matrica A je primitivna ako postoji prirodan broj m tako da je
Am pozitivna. Matrica A je ireducibilna ako za bilo koji uredeni par (i, j)
postoji prirodan broj p takav da je (Ap)i,j > 0.
Mozˇemo primijetiti da ireducibilnost matrice susjedstva grafa odgovara
povezanosti grafa. To slijedi iz leme 3.2. Naime, iz definicije povezanog grafa
slijedi da izmedu svaka dva vrha grafa postoji sˇetnja. Po lemi 3.2 slijedi da
postoji nenegativan cijeli broj t ≥ 0 takav da za svaka dva vrha xi i xj grafa
Γ, element (At)(xi,xj) matrice susjedstva grafa Γ je ≥ 1. Iz toga slijedi da
je matrica A ireducibilna. Obratno, ako je matrica A ireducibilna onda iz
prethodne definicije slijedi da za svaka dva vrha postoji prirodan broj t takav
da je (At)(xi,xj) > 0. Po lemi 3.2 slijedi da izmedu svaka dva vrha postoji
sˇetnja duljine t, za neki prirodan broj t. To je ekvivalentno tome da je graf
Γ povezan.
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Definicija 3.15. Spektralni radijus ρ(A) kvadratne matrice A reda v je
ρ(A) = max{|λ| : λ je svojstvena vrijednost odA}.
Teorem 3.16 (Perron - Frobenius). Ako je A ireducibilna nenegativna kva-
dratna matrica reda v, tada vrijedi sljedec´e:
1. spektralni radijus ρ(A) > 0 je svojstvena vrijednost,
2. postoji svojstveni vektor pridruzˇen svojstvenoj vrijednosti ρ(A) koji ima
sve komponente > 0,
3. ako je λ svojstvena vrijednost cˇiji svojstveni vektor ima sve komponente
pozitivne, onda je λ = ρ(A),
4. ρ(A) je jednostavna svojstvena vrijednost matrice A, tj. ima algebarsku i
geometrijsku kratnost 1.
Dokaz ovog teorema mozˇemo pronac´i u cˇlanku kojeg su napisali Chang,
Pearson i Zhang [7].
Teorem 3.17. Pretpostavimo da je Γ jako regularan graf s v = 2m vrhova,
cˇije svojstvene vrijednosti imaju kratnosti 1,m− 1,m. Tada vrijedi jedan od
sljedec´a dva slucˇaja:
1. Graf Γ ili njegov komplement Γ je “graf ljestve”,
2. Graf Γ ili njegov komplement Γ ima parametre v = 4s2 + 4s + 2, k =
s (2s+ 1), λ = s2 − 1, µ = s2, za neki pozitivni cijeli broj s.
Dokaz. Mozˇemo pretpostaviti da je k < m, zamjenom grafa s njegovim kom-
plementom ako je potrebno (jer komplement ima stupanj 2m−k−1). Matrice
A, A2, A3 imaju na dijagonali vrijednosti 0, k, kλ redom. Pomoc´u leme 3.2
zakljucˇujemo da matrica A ima na dijagonali vrijednosti 0 jer niti iz jednog
vrha xi ne postoji sˇetnja duljine 1 do tog istog vrha. Nadalje, matrica A
2 ima
na dijagonali vrijednosti k jer iz svakog vrha postoji tocˇno k sˇetnji duljine 2
do tog istog vrha. Neka je xi nasˇ pocˇetni vrh. Prvim bridom moramo spojiti
xi s nekim njegovim susjedom, a to mozˇemo na k nacˇina. Sada smo dosˇli u
vrh xj. Drugim bridom moramo se vratiti iz vrha xj u pocˇetni vrh xi, a to
mozˇemo samo na jedan nacˇin pa slijedi da A2 na dijagonali ima vrijednosti
k. Konacˇno, matrica A3 ima na dijagonali vrijednosti λk jer iz svakog vrha
postoji tocˇno λk sˇetnji duljine 3 do tog istog vrha. Prvim bridom moramo
spojiti nasˇ pocˇetni vrh xi s nekim njegovim susjedom xj, a to mozˇemo na k
nacˇina. Drugim bridom moramo spojiti vrh xj u kojem se trenutno nalazimo
s nekim vrhom xk koji je zajednicˇki susjed od xi i xj kako bi se mogli vratiti
u xi, a to mozˇemo napraviti na λ nacˇina. Na kraju se vrac´amo iz vrha xk u
pocˇetni vrh, a to mozˇemo samo na jedan nacˇin pa slijedi da A3 na dijagonali
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ima vrijednosti λk. Slijedi da su im tragovi 0, vk, vkλ redom. Dakle,
k + (m− 1) r +ms = 0,
k2 + (m− 1) r2 +ms2 = 2mk,
k3 + (m− 1) r3 +ms3 = 2mkλ.
Perron-Frobeniusov teorem kazˇe da ako je A nenegativna matrica, onda
A ima svojstveni vektor s pozitivnim komponentama i ako je k svojstvena
vrijednost pridruzˇena tom svojstvenom vektoru, onda je |ρ| ≤ k za sve svoj-
stvene vrijednosti ρ. U nasˇem slucˇaju, dakle, vrijedi |r| ≤ k. Iz prve jed-
nadzˇbe slijedi da je k ≡ r (mod m), pa je r = k ili r = k − m. U prvom
slucˇaju je s = −k, 2mk2 = 2mk, pa je k = 1 i vrijedi prva tvrdnja teorema.
U drugom slucˇaju, imamo k = m − 1 − s, r = −1 − s pa druga jednadzˇba
daje m = 2s2 + 2s+ 1 i vrijednost od λ slijede iz trec´e jednadzˇbe.
Jedini graf koji zadovoljava 2. uvjet prethodnog teorema za s = 1 je
Petersenov graf.
4 Nuzˇni uvjeti za egzistenciju jako regular-
nog grafa
Sada c´emo pokazati josˇ neke nuzˇne uvjete za parametre jako regularnih gra-
fova.
Definicija 4.1. Za kvadratnu matricu A kazˇemo da je pozitivno definitna ako
za svaki vektor x 6= 0 vrijedi xTAx > 0. Matrica A je pozitivno semidefinitna
ako je xTAx ≥ 0.
U nastavku koristimo sljedec´u elementarnu lemu koja c´e nam biti od
velike koristi u ovom poglavlju.
Lema 4.2. Neka je A = (aij) pozitivno semidefinitna simetricˇna realna n×n
matrica ranga d. Tada postoje vektori v1, . . . , vn ∈ Rn takvi da je aij =
〈vi , vj〉 za i, j = 1, . . . , n.
Dokaz. Za pozitivno semidefinitnu simetricˇnu realnu matricu A postoji inver-
tibilna realna matrica P takva da je
PAP T =
(
Id 0
0 0
)
.
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Stavljajuc´i Q = P−1 dobivamo
A = Q
(
Id 0
0 0
)
QT = Q1IdQ
T
1 .
Pritom je Q1 n × d matrica koja se sastoji od prvih d stupaca matrice Q.
Sada je dovoljno uzeti da su v1, . . . , vn reci matrice Q1.
Matrica A se naziva Gramova matrica skupa vektora v1, . . . , vn. Skup
vektora je jedinstveno odreden, do na izometriju od Rd, svojom Gramovom
matricom.
Teorem 4.3. Neka je Γ jako regularni graf sa v vrhova, koji ima svojstva da
su i Γ i Γ oba povezani grafovi i da matrica susjedstva grafa Γ ima svojstvenu
vrijednost kratnosti f > 1. Tada je v ≤ 1
2
f (f + 3).
Dokaz. Matrica susjedstva A = A(Γ) ima tri razlicˇita svojstvena potprostora
i bilo koja matrica koja ima te svojstvene potprostore je linearna kombinacija
od I,A i J − I − A. Posebno, postoji linearna kombinacija E koja ima
svojstvenu vrijednost 1 na danom f -dimenzionalnom svojstvenom prostoru i
0 na njegovom komplementu. Tada je E pozitivno definitna, pa je Gramova
matrica skupa S vektora iz Rf . Kako je E = αI + βA+ γ (J − I −A), onda
bilo koji vektor u S ima duljinu
√
α i svaki kut izmedu dva razlicˇita vektora
iz S jednak je arccos(βα) ili arccos(γα). Vektori su svi razlicˇiti, jer nije
ni Γ, a ni njegov komplement unija potpunih grafova. Matricu E mozˇemo
normalizirati pa pretpostavljamo α = 1, tj. S je podskup jedinicˇne sfere Ω.
Za v ∈ S, neka je fv : Ω→ R je funkcija definirana s
fv(x) =
(〈v , x〉 − β) (〈v , x〉 − γ)
(1− β) (1− γ) .
Nadalje, funkcije fv su polinomi stupnja 2 i one su linearno nezavisne jer je
fv(w) =
{
1 , ako je v = w
0 , ako je v 6= w.
Ove su funkcije elementi prostora razapetog sa f linearnih i 1
2
f (f + 1) ho-
mogenih kvadratnih funkcija na Ω. Slijedi da je
v = |S| ≤ f + 1
2
f (f + 1) =
1
2
f (f + 3),
sˇto je i trebalo dokazati.
Ovaj kriterij za egzistenciju jako regularnih grafova nazivamo apsolutna
meda.
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Primjer 4.4. Apsolutna meda iskljucˇuje moguc´nost jako regularnog grafa s
parametrima (6u−3, 2u, 1, u), u = 11. Naime, za u = 11 dobivamo parametre
(63, 22, 1, 11). Po teoremu 3.9 dobivamo da je
f, g =
1
2
(
63− 1± (63− 1) · (11− 1)− 44√
(11− 1)2 + 4 · (22− 11)
)
,
f, g =
1
2
(
62± 62 · 10− 44√
100 + 44
)
,
f, g =
1
2
(
62± 576
12
)
,
f, g =
1
2
(
62± 48
)
,
iz cˇega slijedi f = 55 i g = 7. Za g = 7 ne vrijedi nejednakost v ≤ 1
2
·g ·(g+3)
jer je tvrdnja 63 ≤ 1
2
· 7 · (7 + 3) = 35 neistinita, tj. dobivamo kontradikciju.
Time smo dokazali nasˇu tvrdnju.
Sljedec´a meda se zove Kreinov uvjet.
Teorem 4.5. Neka je Γ jako regularan graf s matricom susjedstva A, takav
da su Γ i Γ povezani. Neka Γ ima svojstvene vrijednosti k, r, s. Tada vrijede
sljedec´e nejednakosti:
(r + 1) (k + r + 2rs) ≤ (k + r) (s+ 1)2,
(s+ 1) (k + s+ 2rs) ≤ (k + s) (r + 1)2.
Primjer 4.6. Kreinovi uvjeti iskljucˇuju moguc´nost jako regularnog grafa s
parametrima (28, 9, 0, 4). Po teoremu 3.9 dobivamo da je
f, g =
1
2
(
28− 1± (28− 1) · (4− 0)− 18√
(4− 0)2 + 4 · (9− 4)
)
,
f, g =
1
2
(
27± 27 · 4− 18√
16 + 20
)
,
f, g =
1
2
(
27± 90
6
)
,
f, g =
1
2
(
27± 15
)
,
iz cˇega slijedi f = 21 i g = 6. Pokazali smo prije da vrijede jednakosti:
r + s = (λ− µ),
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rs = − (k − µ),
iz cˇega slijedi
r + s = −4,
rs = −5.
Koristec´i supstituciju r = −4− s dobivamo kvadratnu jednadzˇbu −s2 − 4s+
5 = 0 cˇija su rjesˇenja −5 i 1. Kako nam josˇ mora vrijediti 0 = Tr(A) =
k + fr + gs slijedi da je r = 1, a s = −5. Iz Kreinovih uvjeta dobivamo
sljedec´e nejednakosti:
(r + 1) · (k + r + 2rs) ≤ (k + r) · (s+ 1)2,
(1 + 1) · (9 + 1− 10) ≤ (9 + 1) · (−5 + 1)2,
0 ≤ 160.
Ova nejednakost je istinita. Pogledajmo sada drugi uvjet.
(s+ 1) · (k + s+ 2rs) ≤ (k + s) · (r + 1)2,
(−5 + 1) · (9− 5− 10) ≤ (9− 5) · (1 + 1)2,
24 ≤ 16.
Upravo smo dobili kontradikciju cˇime smo pokazali istinitost nasˇe tvrdnje.
5 Tablica dopustivih parametara jako regu-
larnih grafova
U ovom poglavlju povezali smo sve sˇto smo do sada naucˇili o jako regularnim
grafovima. U programskom paketu Maxima [20] generirali smo sve uredene
cˇetvorke parametara (v, k, λ, µ), pri cˇemu su vrijedili sljedec´i uvjeti:
4 ≤ v ≤ 50, 2 ≤ k ≤ v/2, 0 ≤ λ ≤ k − 1.
Parametar µ odredili smo na nacˇin da zadovoljava prvi uvjet za postojanje
jako regularnog grafa iz nasˇe propozicije 2.4:
k (k − λ− 1) = (v − k − 1)µ.
Dobili smo 5476 takvih cˇetvorki. Funkcijom test1 provjerili smo je li parame-
tar µ cijeli broj. Pomoc´u funkcije sublist izbacili smo sve cˇetvorke u kojima
µ nije cijeli broj. Kada smo to napravili, preostalo nam je 1080 cˇetvorki.
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Nakon toga provjerili smo koje od preostalih cˇetvorki parametara (v, k, λ, µ)
zadovoljavaju uvjete korolara 2.6:
v ≥ 2k − µ+ 2,
v ≥ 2k − λ.
To smo provjerili funkcijom test2. Pomoc´u funkcije sublist izbacili smo
sve cˇetvorke koje ne zadovoljavaju uvjete korolara 2.6 i ostale su nam 1033
cˇetvorke. Od preostalih cˇetvorki parametara (v, k, λ, µ) izbacili smo zatim
one koje ne zadovoljavaju uvjet cjelobrojnosti iz teorema 3.9:
f, g =
1
2
(
v − 1± (v − 1) (µ− λ)− 2k√
(µ− λ)2 + 4 (k − µ)
)
su nenegativni cijeli brojevi. Funkcijom test3 provjerili smo koje cˇetvorke
parametara zadovoljavaju uvjet cjelobrojnosti iz teorema 3.9, a onda funk-
cijom sublist izbacili sve cˇetvorke koje ne zadovoljavaju taj uvjet. Preostalo
nam je 145 cˇetvorki. Josˇ smo dodatno izbacili sve cˇetvorke parametara oblika
v = rm, k = m − 1, λ = m − 2, µ = 0 iz primjera 2.10 i njihove komple-
mente. Funkcijom test4 provjerili smo koje su cˇetvorke parametara oblika
v = rm, k = m − 1, λ = m − 2, µ = 0 iz primjera 2.10 i izbacili ih. Os-
tala nam je 61 moguc´a cˇetvorka. Komplemente takvih grafova smo pronasˇli
i izbacili pomoc´u funkcije test5. Preostalo nam je 37 cˇetvorki i njih c´emo
prikazati u tablici. Na ovaj nacˇin dobili smo sve dopustive cˇetvorke parame-
tara (v, k, λ, µ) koje zadovoljavaju nuzˇne uvjete za postojanje jako regularnog
grafa i one c´e biti kandidati za parametre nekog jako regularnog grafa.
Ako usporedimo s Brouwerovom tablicom jako regularnih grafova [4],
mozˇemo primijetiti da su cˇetvorke koje smo dobili identicˇne njegovima uz
jednu iznimku. Naime, prilikom definiranja granica za parametre v, k i
λ odlucˇili smo da vrijednost parametra k mora zadovoljavati nejednakost
2 ≤ k ≤ v/2. Kako smo za svaki k > v/2 i neku cˇetvorku kojoj on pripada u
nasˇem pocˇetnom skupu imali njen komplement, shvatili smo da je dovoljno
gledati da k zadovoljava nejednakost 2 ≤ k ≤ v/2. Iznimka koja se dogodila
su parametri (21, 10, 5, 4) i (21, 10, 3, 6). Komplementarni su i za oba vrijedi
k < v/2. U tablici prikazujemo samo jedan od njih ravnajuc´i se prema Bro-
uwerovoj tablici [4]. Te cˇetvorke parametara navodimo u prva cˇetiri stupca
tablice. Peti stupac tablice je informacija o broju takvih grafova Ng do na
izomorfizam. Ovdje c´emo se konzultirati s Brouwerovom tablicom jako re-
gularnih grafova [4]. Ukoliko u stupcu Ng piˇse prirodan broj n, to znacˇi da
su poznati svi jako regularni grafovi s danim parametrima i da ih ima tocˇno
n. Ako u stupcu Ng piˇse broj 0, to znacˇi da jako regularan graf sa danim
24
parametrima ne postoji, a ako u stupcu Ng piˇse ≥ 1, to znacˇi da jako regu-
laran graf sa danim parametrima postoji, ali ne znamo koliko ih je tocˇno. U
zadnjem stupcu naveden je komentar koji govori o tome po kojem kriteriju
postoji ili ne postoji odredeni jako regularan graf s parametrima (v, k, λ, µ)
iz pojedinog retka tablice. Pritom c´emo se pozivati na teorijski dio koji smo
obradili u prethodnim poglavljima. Naprimjer, graf s parametrima (5, 2, 0, 1)
je Paleyev graf P (5). U zadnjem stupcu najlaksˇe c´e nam biti popuniti ona
polja za koja za dane parametre iz retka tablice kojem pripada to polje znamo
da sigurno postoji jako regularan graf s danim parametrima. To su primjeri iz
2. poglavlja rada. Za neke od preostalih cˇetvorki iz tablice provjerom nuzˇnih
uvjeta za postojanje jako regularnih grafova koje smo obradili u prethodna
dva poglavlja utvrdili smo da grafovi ne postoje. Primjerice, ako cˇetvorka
parametara ne zadovoljava uvjet apsolutne mede za postojanje jako regular-
nog grafa, u zadnjem stupcu navodimo “ne zadovoljava teorem 4.3 (apsolutna
meda)”. Dakle, za grafove koji ne postoje u zadnji stupac navodimo razlog
zasˇto ne postoje, a za grafove koji postoje navodimo primjere ili reference,
ako se radi o onima koje nismo obradili u ovom diplomskom radu. Dopus-
tivi parametri su, dakle, oni koji zadovoljavaju propoziciju 2.4, korolar 2.6 i
teorem 3.9.
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v k λ µ Ng Objasˇnjenje
5 2 0 1 1 Primjer 2.12,P (5)
9 4 1 2 1 Primjer 2.12,P (9)
10 3 0 1 1 Primjer 2.8, Petersenov graf
13 6 2 3 1 Primjer 2.12,P (13)
15 6 1 3 1 Primjer 2.7, komplement grafa T (6)
16 5 0 2 1 Primjer 2.13, Clebschov graf
16 6 2 2 2 Primjer 2.9,L2(4)
17 8 3 4 1 Primjer 2.12,P (17)
21 10 3 6 1 Primjer 2.7, komplement grafa T (7)
21 10 4 5 0 Parametri su tipa I i ne zadovoljavaju teorem 3.12
25 8 3 2 1 Primjer 2.9,L2(5)
25 12 5 6 15 Primjer 2.12,P (25)
26 10 3 4 10 Primjer 2.17, komplement blokovnog grafa S(2, 3, 13)
27 10 1 5 1 Primjer 2.14, komplement Schla¨flijevog grafa
28 9 0 4 0 Primjer 4.6, ne zadovoljava teorem 4.3 (apsolutna meda)
28 12 6 4 4 Primjer 2.7,T (8)
29 14 6 7 41 Primjer 2.12,P (29)
33 16 7 8 0 Parametri su tipa I i ne zadovoljavaju teorem 3.12
35 16 6 8 3854 McKay, Spence [15]
36 10 4 2 1 Primjer 2.9,L2(6)
36 14 4 6 180 McKay, Spence [15]
36 14 7 4 1 Primjer 2.7,T (9)
36 15 6 6 32548 McKay, Spence [15]
37 18 8 9 ≥ 1 Primjer 2.12,P (37)
40 12 2 4 28 Spence [17]
41 20 9 10 ≥ 1 Primjer 2.12,P (41)
45 12 3 3 78 Coolsaet, Degraer, Spence [8]
45 16 8 4 1 Primjer 2.7,T (10)
45 22 10 11 ≥ 1 Mathon [14]
49 12 5 2 1 Primjer 2.9,L2(7)
49 16 3 6 0 Bussemaker, Haemers, Mathon, Wilbrink [5]
49 18 7 6 ≥ 1 Behbahani, Lam [2]
49 24 11 12 ≥ 1 Primjer 2.12,P (49)
50 7 0 1 1 Hoffman, Singleton [11]
50 21 4 12 0 Ne zadovoljava teorem 4.3 (apsolutna meda)
50 21 8 9 ≥ 1 Primjer 2.17, komplement blokovnog grafa S(2, 4, 25)
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A Dodatak
U dodatku je prilozˇen kod napisan u programu Maxima [20] koji smo koristili
za nasˇe izracˇune u prethodnom poglavlju.
(%i1) p1: map(args,flatten(makelist(makelist(makelist
(a(v,k,l),l,0,k-1),k,2,v/2),v,4,50)));
(%i2) mi(x):=[x[1],x[2],x[3],x[2]*(x[2]-x[3]-1)/(x[1]-x[2]-1)];
(%i3) p2: map(mi,p1);
(%i4) d1:length(p2);
(d1) 5476
(%i5) test1(x):=integerp(x[4]);
(%i6) p3: sublist(p2,test1);
(%i7) d2:length(p3);
(d2) 1080
(%i8) test2(x):=is(x[1]>=2*x[2]-x[4]+2) and is(x[1]>=2*x[2]-x[3]);
(%i9) p4: sublist(p3,test2);
(%i10) d3:length(p4);
(d3) 1033
(%i11) test3(x):=nonnegintegerp(1/2* ((x[1] - 1) + ((x[1]- 1)*
(x[4]-x[3]) - 2*x[2])/(sqrt ((x[4] -x[3])*(x[4] - x[3])
+ 4*(x[2] - x[4]))))) and
nonnegintegerp(1/2* ((x[1] - 1) - ((x[1]- 1)*
(x[4]-x[3]) - 2*x[2])/(sqrt ((x[4] -x[3])*
(x[4] - x[3]) + 4*(x[2] - x[4])))));
(%i12) p5: sublist(p4,test3);
(%i13) d4:length(p5);
(d4) 145
(%i14) test4(x):=is(notequal(x[4],0) or
notequal((x[2]-x[3]),1) or
integerp(x[1]/(x[2]+1))=false);
(%i15) p6:sublist(p5,test4);
(%i16) d5:length(p6);
(d5) 61
(%i18) test5(x):=is(notequal(x[2],x[4]) or
notequal(2*(x[1]-x[2]),x[1]-x[3]));
p7:sublist(p6,test5);
(%i19) d6:length(p7);
(d6) 37
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(%i20) test6(x):=is((1/2* ((x[1] - 1) - ((x[1]- 1)*
(x[4]-x[3]) - 2*x[2])/
(sqrt ((x[4] -x[3])*(x[4] - x[3])
+ 4*(x[2] - x[4])))))>1) or
is((1/2* ((x[1] - 1) + ((x[1]- 1)*
(x[4]-x[3]) - 2*x[2])/
(sqrt ((x[4] -x[3])*(x[4] - x[3])
+ 4*(x[2] - x[4])))))>1);
(%i21) p8:sublist(p7,test6);
(%i22) d7:length(p8);
(%i23) test7(x):=is((1/2* ((x[1] - 1) -
((x[1]- 1)* (x[4]-x[3]) -
2*x[2])/(sqrt ((x[4] -x[3])
*(x[4] - x[3]) + 4*(x[2] - x[4])))))>1);
(%i24) p9:sublist(p8,test7);
(%i25) d8:length(p9);
(%i26) test8(x):=is(x[1]>(1/2* ((x[1] - 1)
- ((x[1]- 1)* (x[4]-x[3])
- 2*x[2])/(sqrt ((x[4] -x[3])
*(x[4] - x[3]) + 4*(x[2] - x[4])))))*
((1/2* ((x[1] - 1) - ((x[1]- 1)*
(x[4]-x[3]) - 2*x[2])/
(sqrt ((x[4] -x[3])*(x[4] - x[3])
+ 4*(x[2] - x[4])))))+3)*1/2);
(%i27) p10:sublist(p9,test8);
(%i28) d9:length(p10);
(%i29) test9(x):=is((1/2* ((x[1] - 1) +
((x[1]- 1)* (x[4]-x[3])
- 2*x[2])/(sqrt ((x[4] -x[3])*
(x[4] - x[3]) + 4*(x[2] - x[4])))))>1);
(%i30) p11:sublist(p8, test9);
(%i31) d10:length(p11);
(%i32) test10(x):=is(x[1]>(1/2* ((x[1] - 1)
+ ((x[1]- 1)* (x[4]-x[3]) -
2*x[2])/(sqrt ((x[4] -x[3])*
(x[4] - x[3]) + 4*(x[2] - x[4])))))*
((1/2* ((x[1] - 1) + ((x[1]- 1)*
(x[4]-x[3]) - 2*x[2])/
(sqrt ((x[4] -x[3])*(x[4] - x[3])
+ 4*(x[2] - x[4])))))+3)*1/2);
(%i33) p12:sublist(p11, test10);
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Nasˇa lista dopustivih parametara izgleda ovako:
(p11) [[5,2,0,1],[9,4,1,2],[10,3,0,1],[13,6,2,3],[15,6,1,3],
[16,5,0,2],[16,6,2,2],[17,8,3,4],[21,10,3,6],[21,10,4,5],
[21,10,5,4],[25,8,3,2],[25,12,5,6],[26,10,3,4],[27,10,1,5],
[28,9,0,4],[28,12,6,4],[29,14,6,7],[33,16,7,8],[35,16,6,8],
[36,10,4,2],[36,14,4,6],[36,14,7,4],[36,15,6,6],[37,18,8,9],
[40,12,2,4],[41,20,9,10],[45,12,3,3],[45,16,8,4],[45,22,10,11],
[49,12,5,2],[49,16,3,6],[49,18,7,6],[49,24,11,12],[50,7,0,1],
[50,21,4,12],[50,21,8,9]]
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Sazˇetak
Tema ovog diplomskog rada su jako regularni grafovi. Diplomski rad je po-
dijeljen u cˇetiri poglavlja i dodatak.
U prvom poglavlju cilj je upoznati se s definicijom jako regularnog grafa i
osnovnim uvjetima koji vrijede za svaki jako regularan graf. Dani su primjeri
nekih jako regularnih grafova i njihovi parametri. Slike grafova prate sadrzˇaj
prvog poglavlja.
U drugom poglavlju proucˇavamo spektar jako regularnih grafova. Nala-
zimo formulu za kratnosti njegovih svojstvenih vrijednosti, koje moraju biti
nenegativni cijeli brojevi. Ovaj rezultat se naziva uvjet cjelobrojnosti i daje
nam snazˇan kriterij za nepostojanje jako regularnog grafa. U trec´em poglav-
lju otkrivamo dva sljedec´a kriterija za egzistenciju jako regularnih grafova:
apsolutnu medu i Kreinove uvjete.
U cˇetvrtom poglavlju koristimo sve prethodno dobivene rezultate o jako
regularnim grafovima. Cilj je napraviti tablicu dopustivih parametara (v, k, λ, µ)
koji zadovoljavaju nuzˇne uvjete iz prvog poglavlja i uvjet cjelobrojnosti.
Usporedujemo nasˇu tablicu s Brouwerovom tablicom jako regularnih gra-
fova i nalazimo da ona sadrzˇi tocˇno iste parametre za v ≤ 50. Takoder su
dane informacije o egzistenciji i broju jako regularnih grafova.
Dodatak sadrzˇi kod napisan u programskom paketu Maxima koji smo
koristili za izradu tablice dopustivih parametara jako regularnih grafova.
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Summary
The topic of this thesis are strongly regular graphs. The thesis is divided
into four sections and an appendix.
In the first section, the goal is to get acquainted with the definition of a
strongly regular graph and the basic conditions that apply. We give examples
of some strongly regular graphs and their parameters. Pictures of the graphs
accompany the contents of the first section.
In the second section we study the spectrum of strongly regular graphs.
We find formulae for the multiplicity of their eigenvalues, which must be in-
tegers. This result is referred to as the integrality condition, and provides a
powerful non-existence criterion for strongly regular graphs. In the third sec-
tion two further existence criteria for strongly regular graphs are presented:
the absolute bound and the Krein conditions.
In the fourth section all of the previous results about strongly regular
graphs are put to use. The goal is to make a table of admissible parameters
(v, k, λ, µ) satisfying the necessary conditions from the first section and the
integrality condition. We compare our table with A. E. Brouwer’s table of
strongly regular graphs, and find that it contains exactly the same parameters
for v ≤ 50. Information about the existence and the number of strongly
regular graphs is also given.
The appendix contains code in the computer algebra system Maxima we
used to make the table of admissible parameters of strongly regular graphs.
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